
Polynomiálna hierarchia

kuko

3.10.2017
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Polynomiálna hierarchia

Defińıcia (PH cez relácie)

R je polynomiálna relácia, ak ∀(x ,y1, . . . ,yn) ∈ R : ∑ |yi | ≤ poly(x)
a R je rozhodnutel’ná v polynomiálnom čase.

ΣP
k = {L | ∃poly. rel. R : x ∈ L⇔∃y1∀y2 · · ·Qkyk(x ,y1, . . . ,yn) ∈ R}

ΠP
k = {L | ∃poly. rel. R : x ∈ L⇔∀y1∃y2 · · ·Qkyk(x ,y1, . . . ,yn) ∈ R}

PH =
⋃
k

ΣP
k =

⋃
k

ΠP
k
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Polynomiálna hierarchia cez orákulá

Defińıcia (PH cez orákulá)

ΣP
0 = ΠP

0 = P ΣP
k+1 = NPΣP

k ΠP
k+1 = coNPΣP

k = coΣP
k+1

PH =
⋃
k

ΣP
k =

⋃
k

ΠP
k
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Polynomiálna hierarchia

Obr.: P⊆ NP⊆ ΣP
2 ⊆ ·· · ⊆ PH⊆ PSPACE
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Kolaps PH

Veta

Ak P = NP, tak P = PH.

Ak ΣP
k = ΠP

k , tak ΣP
k = PH.

� Dôkaz.

indukciou; nech P = ΣP
i = ΠP

i , L ∈ ΣP
i+1

x ∈ L⇐⇒∃u1∀u2 · · ·Qui : M(x ,u1, . . . ,ui ) = 1

nech L′ = {(x ,u1) | ∀u2 · · ·Qui : M(x ,u1, . . . ,ui ) = 1}
L′ ∈ ΠP

i = P

⇒ x ∈ L⇐⇒∃u1 : M ′(x ,u) = 1, kde M ′ je NTS pre L′

⇒ L ∈ NP = P

druhá čast’ vety sa ukáže podobne

�
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Booleovské obvody a PH
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Booleovské obvody

Defińıcia

SIZE(s(n)) – jazyky akceptované triedou Booleovských obvodov s
s(n) hradlami (AND/OR/NOT).
P/poly =

⋃
k SIZE(nk) – polynomiálne BO.
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Booleovské obvody

Veta

Uniformné polynomiálne vel’ké BO akceptujú P.

Veta

Polynomiálne BO akceptujú presne to, čo polynomiálne TS s
polynomiálnou radou.
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Booleovské obvody a PH

Hypotéza: NP 6⊆ P/poly

NP 6⊆ P/poly ⇒ P 6= NP

plat́ı to aj obrátene?
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Booleovské obvody a PH
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Karp-Lipton

Veta (Karp-Lipton)

Ak NP⊆ P/poly, tak PH = ΣP
2 .

� Dôkaz.

Nech Sat ∈ P/poly, ukážeme, že ∀∃Sat ∈ ΣP
2

∀u : ∃v : φ(u,v)?

uvažujme konkrétne u; ∃v : φ(u,v)? je Sat

podl’a predpokladu existuje obvod C , ktorý pre dané u nájde
vhodné v

t.j. ∀u : ∃v : φ(u,v)⇐⇒∃C : ∀u : φ(u,C (v))

�
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uvažujme konkrétne u; ∃v : φ(u,v)? je Sat

podl’a predpokladu existuje obvod C , ktorý pre dané u nájde
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t.j. ∀u : ∃v : φ(u,v)⇐⇒∃C : ∀u : φ(u,C (v))

�

21 / 1



Karp-Lipton

Veta (Karp-Lipton)

Ak NP⊆ P/poly, tak PH = ΣP
2 .

� Dôkaz.
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Booleovské obvody

Hypotéza: NP 6⊆ P/poly

NEXP 6⊆ P/poly, dokonca NEXP 6⊆ NC1 (obvody poly vel’kosti
a log-h́lbky) je otvorený problém

vieme, že existujú L ∈ NEXP, ktoré nemajú obvod poly
vel’kosti a konštantnej h́lbky, ani ked’ pridáme MOD-hradlá.
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Booleovské obvody a PH

Veta (Kannan)

∀k∃L ∈ ΣP
2 ∩ΠP

2 −SIZE(nk)
(Tzn. pre každý polynóm p ∃ jazyk v PH, ktorý nemá obvod
vel’kosti p(n). Pozor: z toho vôbec nevyplýva, že
∃L ∈ PH−P/poly.)

� Dôkaz.

Nech L ∈ SIZE(nk+1)−SIZE(nk) s lexikograficky najmenš́ım
obvodom

L ∈ ΣP
4

Sat /∈ SIZE(nk) ⇒ Sat je hl’adaný jazyk

Sat ∈ SIZE(nk) ⇒ NP⊆ P/poly ⇒ PH skolabuje
[Karp-Lipton] a L ∈ ΣP

4 = ΣP
2 = ΠP

2

�
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Sat ∈ SIZE(nk) ⇒ NP⊆ P/poly ⇒ PH skolabuje
[Karp-Lipton] a L ∈ ΣP

4 = ΣP
2 = ΠP

2

�

29 / 1
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Booleovské obvody a PH

Veta (Kannan)

∀k∃L ∈ ΣP
2 ∩ΠP

2 −SIZE(nk)
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∃L ∈ PH−P/poly.)

� Dôkaz.
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obvodom

L ∈ ΣP
4

Sat /∈ SIZE(nk) ⇒ Sat je hl’adaný jazyk
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Pravdepodobnostné algoritmy a PH
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BPP

Defińıcia

BPP – jazyky akceptované pravdepodobnostnými TS, takými, že

ak x ∈ L, tak Prr [M(x) = 1]≥ 2/3

ak x /∈ L, tak Prr [M(x) = 1]≤ 1/3.

Veta

BPP – jazyky akceptované pravdepodobnostnými TS, takými, že

ak x ∈ L, tak Prr [M(x , r) = 1]≥ 1−1/2n

ak x /∈ L, tak Prr [M(x , r) = 1]≤ 1/2n.
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BPP

Hypotéza: P = BPP, t.j. algoritmy vieme efekt́ıvne

”
derandomizovat’“

aj BPP⊆ NP je otvorený problém

ak existujú
”
t’ažké“ funkcie, tak P = BPP
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”
t’ažké“ funkcie, tak P = BPP

37 / 1



BPP
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BPP a PH

Veta (Sipser-Gács)

BPP⊆ ΣP
2 ∩ΠP

2

� Dôkaz.

nech M je PTS, ktorý na vstupe d́lžky n použije m náhodných
bitov

nech Sx = {r |M(x , r) = 1}
ak x ∈ L, tak |Sx | ≥ (1−2−n) ·2m je vel’ká

ak x /∈ L, tak |Sx | ≤ 2m−n je malá

dokážeme, že ak je Sx vel’ká, existuje m posunut́ı, ktoré
pokryje celé {0,1}m, ale ak je Sx malá, žiadnych m posunut́ı
nepokryje celé {0,1}m
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dokážeme, že ak je Sx vel’ká, existuje m posunut́ı, ktoré
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nepokryje celé {0,1}m
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BPP a PH

Pokračovanie dôkazu

ak |S | ≤ 2m−n je malá

⇒ m · |S | ≤m2m−n� 2m

ak |S | ≥ (1−2−n) ·2m je vel’ká

ukážeme, že náhodné posunutia (S⊕ ti ) nepokryjú všetky
ret’azce s pp. ≤ 100%
Prr ,t [∃r /∈

⋃
S⊕ ti ]

≤ 2m ·Prt [r /∈
⋃
S⊕ ti ]

≤ 2m · ((2−n)m)≤ 2m−mn < 1

�
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Prr ,t [∃r /∈

⋃
S⊕ ti ]

≤ 2m ·Prt [r /∈
⋃
S⊕ ti ]

≤ 2m · ((2−n)m)≤ 2m−mn < 1
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