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Polynomialna hierarchia

Definicia (PH cez relacie)

R je polynomialna reldcia, ak ¥(x,y1,...,¥n) € R: Y |yi| < poly(x)
a R je rozhodnutelnd v polynomidlnom &ase.

P ={L|3poly. rel. R:x € L < Iyi¥yo--- Quyk(x,y1,---,yn) € R}

NE ={L|3poly. rel. R:x € L= Yy13ys-- Quyr(X,¥1,...,¥n) € R}

PH=Jxf =}
k k




Polynomialna hierarchia cez orakuld

Definicia (PH cez ordkuld)

sP—nP=pP P . =NPE NP, =coNPX = coxP
0 0 k+1 k+1 k+1

PH={J=F =N}
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Kolaps PH

o Ak P=NP, tak P = PH.
o Ak X =T}, tak ¥f = PH.

W Doékaz.
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Kolaps PH

o Ak P=NP, tak P = PH.
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B Dokaz.
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Kolaps PH

o Ak P=NP, tak P =PH.

o Ak X =T}, tak ¥f = PH.

B Dokaz.

@ indukciou; nech P = ZP HP LeZErl
o x€ L= JunVuy-- Quj: M(x,u1,...,u;) =1
e nech L' ={(x,u1) |VYuz--- Quj: M(x,u1,...,u;) =1}
o 'enf=P

e = x€L<=3u: M (x,u)=1, kde M’ je NTS pre L'
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Kolaps PH

o Ak P=NP, tak P=PH.
o Ak Xl =nNF, tak ¥ =PH.

W Doékaz.

@ indukciou; nech P = ZP HP LeZErl

o x€ L= JunVuy-- Quj: M(x,u1,...,u;) =1

o nech L' = {(x,u1) | Vuo--- Quj : M(x,u1,...,u;) =1}

o 'enf=P

e = x€L<=3u: M (x,u)=1, kde M’ je NTS pre L'
@ = LcNP=P

@ druhd Zast vety sa ukaZe podobne
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Booleovské obvody a PH
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Booleovské obvody

SIZE(s(n)) — jazyky akceptované triedou Booleovskych obvodov s
s(n) hradlami (AND/OR/NOT).
P/poly = Uy SIZE(n*¥) — polynomidine BO.
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Booleovské obvody

Uniformné polynomidlne velké BO akceptujii P.
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Booleovské obvody

Uniformné polynomidlne velké BO akceptujii P.

Polynomidlne BO akceptuji presne to, o polynomialne TS s
polynomidlnou radou.
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Booleovské obvody a PH

e Hypotéza: NP & P/poly
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Booleovské obvody a PH
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Booleovské obvody a PH

e Hypotéza: NP & P/poly
e NP Z P/poly = P #NP

@ plati to aj obratene?

18/1



Karp-Lipton

Veta (Karp-Lipton)
Ak NP C P /poly, tak PH = 5.

W Doékaz.
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Karp-Lipton

Veta (Karp-Lipton)
Ak NP C P/poly, tak PH=X5.

B Dokaz.
e Nech SAT € P/poly, ukazeme, Zze VISAT € Zg
e Vu:3dv:¢(u,v)?
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@ podla predpokladu existuje obvod C, ktory pre dané u nijde
vhodné v




Karp-Lipton

Veta (Karp-Lipton)
Ak NP C P/poly, tak PH=X5.

B Dokaz.
e Nech SAT € P/poly, ukazeme, Zze VISAT € Zg
e Vu:3dv:¢(u,v)?
@ uvaZzujme konkrétne u; 3v: ¢(u,v)? je SAT

@ podla predpokladu existuje obvod C, ktory pre dané u nijde
vhodné v

o tj. Vu:3v:¢(u,v)<=3IC:Vu:¢(u,C(v))
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Booleovské obvody

e Hypotéza: NP & P/poly
o NEXP & P/poly, dokonca NEXP ¢ NC! (obvody poly velkosti
a log-hlbky) je otvoreny problém

@ vieme, ze existuju L € NEXP, ktoré nemaji obvod poly
velkosti a konstantnej hlbky, ani ked priddme MOD-hradl4.



Booleovské obvody a PH

Veta (Kannan)

Vk3L € £5 NN — SIZE(n¥)

(Tzn. pre kaZdy polyném p 3 jazyk v PH, ktory nemd obvod
velkosti p(n). Pozor: z toho vébec nevyplyva, Ze

L € PH—P/poly.)

B Dokaz.
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Booleovské obvody a PH

Veta (Kannan)

Vk3L € £5 NN — SIZE(n¥)

(Tzn. pre kaZdy polyném p 3 jazyk v PH, ktory nemd obvod
velkosti p(n). Pozor: z toho vébec nevyplyva, Ze

L € PH—P/poly.)

B Dokaz.

o Nech L € SIZE(nk*1) — SIZE(n*) s lexikograficky najmen3im
obvodom

o Lexl
o SAT ¢ SIZE(n*) = SAT je hladany jazyk

o SAT € SIZE(n*) = NP C P/poly = PH skolabuje
[Karp-Lipton] a Le £§ =35 =nF
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Pravdepodobnostné algoritmy a PH
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BPP

BPP — jazyky akceptované pravdepodobnostnymi TS, takymi, Ze
e akx €L, tak Pr,[M(x)=1]>2/3
e akx ¢ L, tak Pr,[M(x)=1] <1/3.
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BPP

BPP — jazyky akceptované pravdepodobnostnymi TS, takymi, Ze
e akx €L, tak Pr,[M(x)=1]>2/3
e akx ¢ L, tak Pr,[M(x)=1] <1/3.

BPP — jazyky akceptované pravdepodobnostnymi TS, takymi, Ze
e ak x € L, tak Pr,[M(x,r)=1]>1-1/2"
@ ak x ¢ L, tak Pr,[M(x,r)=1]<1/2".




BPP

@ Hypotéza: P = BPP, t.j. algoritmy vieme efektivne
,derandomizovat*
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BPP

@ Hypotéza: P = BPP, t.j. algoritmy vieme efektivne
,derandomizovat*

@ aj BPP C NP je otvoreny problém
e ak existujii ,tazké" funkcie, tak P = BPP
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BPP a PH

Veta (Sipser-Gacs)

BPP C X5 nnb

B Doékaz.
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BPP a PH
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BPP a PH

Veta (Sipser-Gacs)

BPP C X5 nnb

B Doékaz.
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BPP a PH

Veta (Sipser-Gacs)

BPP C X5 nnb

H Doékaz.
@ nech M je PTS, ktory na vstupe dlliky n pouzije m ndhodnych
bitov
@ nech S, ={r | M(x,r) =1}
e ak x € L, tak |S,| > (1—27")-2™ je velka
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BPP a PH

Veta (Sipser-Gacs)

BPP C X5 nnb

B Doékaz.

@ nech M je PTS, ktory na vstupe dlliky n pouzije m ndhodnych
bitov

nech S, ={r| M(x,r)=1}
ak x € L, tak |Sx| > (1 —27")-2™ je velkd
ak x ¢ L, tak S| <2™7" je mald

dokaZeme, Ye ak je S, velkd, existuje m posunuti, ktoré
pokryje celé {0,1}™, ale ak je Sy mala, Ziadnych m posunuti
nepokryje celé {0,1}™
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BPP a PH

Pokracovanie dokazu
@ ak |5 <2™7" je mald
o = m-|S| < m2m " 2m
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BPP a PH

Pokratovanie ddkazu
@ ak |5 <2™7" je mald
o = m-|S| < m2m " 2m
@ ak |S|>(1—-2"")-2™ je velkd
o ukadZzeme, Ze ndhodné posunutia (S @ t;) nepokryjd vietky
retazce s pp. < 100%
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BPP a PH

Pokratovanie ddkazu

@ ak |5 <2™7" je mald
o = m-|S| < m2m " 2m

@ ak |S|>(1—-2"")-2™ je velkd
o ukadZzeme, Ze ndhodné posunutia (S @ t;) nepokryjd vietky

retazce s pp. < 100%

o Pr¢[FréUSat]
o <2™M.Prr¢ USat]
o <2M.((27mmMmy < 2mmmn <]
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