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Pokrocila tedria zloZitosti
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J tazkd funkcia = 3 velmi tazkd funkcia = 3 pekelne tazka funkcia

= 3 dobry PNG = vieme odhadn(it Pr[BPP-alg akceptuje]
— P = BPP.
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Tazkost v priemernom pripade

Budeme hovorit, Ze funkcia f je
e tazkd, ak ju obvody velkosti S < 2'" nedokdZu spo&itat presne
(pre nejaké y>0),
e velmi tazkd, ak ju obvody velkosti S < 2'" nedokaZu ani len
aproximovat na 99% (pre nejaké y>0),
o pekelne tazka, ak ju obvody velkosti S < 2'" nedokdZu ani len

aproximovat na 1/2+1/S vstupoch (pre nejaké y>0).

v
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Tazkost v priemernom pripade

Pre f :{0,1}" — {0,1} a p € [0,1]:
H,o(f) = max{$ | VC,SIZE(C) = S :
Prierion[C(x) =f(x)] <p}.
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Pekelne tazké funkcie z velmi tazkych
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Yaova XOR lema

@ nech
f@k X17 X @f XI

o ak f je velmi tazkd = @ je pekelne tazka
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Yaova XOR lema

Veta (Yaova XOR lema)

Nech f :{0,1}" — {0,1}, definujme f®*:{0,1}"% — {0,1}:

FOR(x1, ..., x @f X;).

Potom pre € > 2-0.99% je

Have T5(F®) > (£2/400n) - HO2(f).

avg
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ké jadro
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Hardcore lema

@ Nech f je velmi tazkd (pri uniformnej distribtcif)
@ potom existuje mnoZina/distribticia H (tzv. tazké jadro)

o takd, Ye f je pekelne tazkd na H
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Hardcore lema

distribiicia H na {0,1}” m3 hustotu §, ak

Vx e {0,1}": Pr[H=x]< 5or

uniformna distribiicia ma hustotu 1

°
@ ostatné distribiicie maji hustotu <1

@ uniformna distribticia na mnoZine velkosti 62" je 5-husta
°

mix 8-hustych distr. je -hustd distr.
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Hardcore lema

Lema (Impagliazzova Hardcore lema)

Existuje 1%-hustd distribiicia H takd, Ze ak f je velmi taZkd na
U,, tak f je pekelne tazkd na H.
Presnejsie: pre kaZdy obvod C mensi ako €2/100n-HO.2°(f) plati

avg

XePrH[C(x) =f(x)]<1/2+e.
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Yaova XOR lema

Spit k Yaovej XOR leme
Veta (Yaova XOR lema)

FoR(x1, ..., x @f X;).

Pre € >2-0.99% (teda k = ©(log1/¢) je

avg

HEZTE(FER) > (€2 /400n) - HO2O(F).
~—

S
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Dokaz Yaovej XOR lemy

Myslienka dokazu.
@ pre k =2; sporom:
e predpokladajme, Ye 3 maly obvod potitajici f¥2 s pp.
> 1/2+ ¢ (na uniformne;j distribicif)
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Dokaz Yaovej XOR lemy

Myslienka dokazu.
@ pre k =2; sporom:
e predpokladajme, Ye 3 maly obvod potitajici f¥2 s pp.
> 1/2+ ¢ (na uniformne;j distribicif)
@ nech H je distriblcia z Hardcore lemy pre f
o tj. f sa nedd na H spotitat anis pp. 1/2+¢/2
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Dokaz Yaovej XOR lemy

Myslienka dokazu.
@ pre k =2; sporom:
e predpokladajme, Ye 3 maly obvod potitajici f¥2 s pp.
> 1/2+ ¢ (na uniformne;j distribicif)
@ nech H je distriblcia z Hardcore lemy pre f
o tj. f sa nedd na H spotitat anis pp. 1/2+¢/2

@ rozlozme U, =0.99G +0.01H

@ z obvodu pre f¥2 vyrobime maly obvod pre f na H
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Dokaz Yaovej XOR lemy

W Doékaz.

@ nech H je 1%-husta distribdcia z Hardcore lemy pre f a

H a1W/g2+e/2

e t.j. Ziadny obvod velkosti S’ nedokdZe vypotitat f s pp.
>1/2+¢/2na H
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Dokaz Yaovej XOR lemy

W Doékaz.

@ nech H je 1%-husta distribdcia z Hardcore lemy pre f a

H a1W/g2+e/2

e t.j. Ziadny obvod velkosti S’ nedokdZe vypotitat f s pp.
>1/2+¢€/2na H
@ definujme ,inverzni" distribiciu G:

Pr[G=x]=(1/2"—-6Pr[H=x])/(1—9)
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Dokaz Yaovej XOR lemy

W Doékaz.

@ nech H je 1%-husta distribdcia z Hardcore lemy pre f a

H a1W/g2+e/2

e t.j. Ziadny obvod velkosti S’ nedokdZe vypotitat f s pp.
>1/2+¢€/2na H
@ definujme ,inverzni" distribiciu G:
Pr[G=x]=(1/2"—-6Pr[H=x])/(1—9)
o Uy=(1—58)G+8H
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Dokaz Yaovej XOR lemy

W Doékaz.

@ nech H je 1%-husta distribdcia z Hardcore lemy pre f a

H a1W/g2+e/2

e t.j. Ziadny obvod velkosti S’ nedokdZe vypotitat f s pp.
>1/2+¢€/2na H
@ definujme ,inverzni" distribiciu G:
Pr[G=x]=(1/2"—-6Pr[H=x])/(1—9)
o Up=(1-8)G+6H
o (Un)2= (1= 872G+ (1—8)5GH+8(1— 8)HG + 52H?.
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Dokaz Yaovej XOR lemy

o pre [ubovolni distribliciu 2 na {0,1}2" oznatme
P_@ = PerR@[C = f©2]
0 1/24+¢e< P(Un)z =
(1-8)° Pg2 +(1 = 8)8Pr + 6(1 — 8)Prg + 8Py
—_—
<g/2 <1

] 1/2+£/2 < (1—6)6PGH—|—5(1—S)PHG+52PH2
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Dokaz Yaovej XOR lemy

@ suiiet koeficientov na pravej strane je < 1 a preto aspofi jedno
P4 musi byt viac ako 1/2+ ¢&/2 (primerovaci princip).
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Dokaz Yaovej XOR lemy

@ suiiet koeficientov na pravej strane je < 1 a preto aspofi jedno
P4 musi byt viac ako 1/2+ ¢&/2 (primerovaci princip).

e predpokladajme napr., Ze Pyg >1/2+¢€/2, tj.,
PrxleRH,xzeRG[C(XL)Q) = f(Xl)@ f(XQ)] > 1/2+8/2.
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Dokaz Yaovej XOR lemy

@ suiiet koeficientov na pravej strane je < 1 a preto aspofi jedno
P4 musi byt viac ako 1/2+ ¢&/2 (primerovaci princip).

e predpokladajme napr., Ze Pyg >1/2+¢€/2, tj.,
PrxleRH,xzeRG[C(XL)Q) = f(Xl)@ f(XQ)] > 1/2+8/2.

@ podla priemerovacieho principu musi existovat konkrétne xo
také, Ze Pryc n[C(x1,x2) & f(x2) = f(x1)] > 1/2+¢€/2.
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Dokaz Yaovej XOR lemy

@ suiiet koeficientov na pravej strane je < 1 a preto aspofi jedno
P4 musi byt viac ako 1/2+ ¢&/2 (primerovaci princip).

e predpokladajme napr., Ze Pyg >1/2+¢€/2, tj.,
PrxleRH,xzeRG[C(XL)Q) = f(Xl)@ f(XQ)] > 1/2+8/2.

@ podla priemerovacieho principu musi existovat konkrétne xo
také, Ze Pryc n[C(x1,x2) & f(x2) = f(x1)] > 1/2+¢€/2.

@ to znamend, Ze mame obvod D velkosti S’ (potitajici
x1 +— C(x1,x2) @ f(x2) so zadratovanym xz,f(x2)), ktory
potita f na H's pp. >1/2+¢/2, €o je spor s hardcorovostou
H.

O
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Mala odbocka do tedrie hier
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< OZ 71T X

Kamen

AR

Papier < Noznice

Ohen «— Voda

P N O V
-1 +1 -1 +1
0 -1 -1 +1
+1 0 -1 +1
+1 +1 0 -1
-1 -1 +1 0
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11 NATIONAL GALLERIES SCOTLAND
The Game of Morra. A Group of Three Kalian Sailors, 1765, David Allan

Creative Commons - CC by NC

DA
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(1L,2) (1,3) (23) (2,4)
+2 -3
—2 +3
+3 —4
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Optimélna stratégia:

(1L,2) (1,3) (23) (2,4)
(1,2) +2 -3
(1,3) -2 +3
(2,3) +3 —4
(2,4) -3 +4
@ (1,2) s pravdepodobnostou 4/7 ~ 57%
@ (2,4) s pravdepodobnostou 3/7 ~ 43%
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@ matica A
@ Alica zvoli riadok 7
@ Bob zvoli stfpecj

e Aj je vyhra/prehra z pohladu Alice
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nech p,q pravdepodobnostné distribticie nad
riadkami/stIpcami

E[vyhra Alice] =} Pr[Alica zvoli i]- Pr[Bob zvoli j]-A;

ij

pi qj
—Zp, i q=p' Aq.
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@ ak by A vedela, Ze B zahrd q, tak
E[vyhra pre i-ty riadok] = ZPr[Bob zvoli j]- Aj = Aq.
J
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@ ak by A vedela, Ze B zahra q, tak
E[vyhra pre i-ty riadok] = ZPr[Bob zvoli j]- A;j = Aq.
j

i

maxp’ Aq = maxeTAq a minp” Aq = mjinAej.
P i q J
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o pre kazdé p spotitame va(p) = mingp’ Aq — kolko ziska, ak
Bob zvoli optimdlnu stratégiu proti p
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o pre kazdé p spotitame va(p) = mingp’ Aq — kolko ziska, ak
Bob zvoli optimdlnu stratégiu proti p

nech v4 = maxva(p) = max(minp” Aq) = max(minp ' Ae;).
P P q P

@ ozname p
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o pre kazdé p spotitame va(p) = mingp’ Aq — kolko ziska, ak
Bob zvoli optimdlnu stratégiu proti p

nech v4 = maxva(p) = max(minp” Aq) = max(minp ' Ae;).
P P q P

@ ozname p
e podobne Bob: vg(q) = max,p’ Aq
nech vg = minvg(q) = min(maxp’ Aq) = min(maxe/ Aq).
q a p q i

@ oznalme q
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Pre kaZdu hru s nulovym sic¢tom dand maticou A plati
c T . T
max(minp’ Aq) = min(maxp ' Aq).
P g q " p
Optimdalna stratégia Alice je distribiicia p, ktord maximalizuje lavii

stranu a optimalna stratégia Boba je distribdcia ¢, ktord
minimalizuje pravd stranu.
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min X = max{m|Vx € X : m<x}.
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min X = max{m | Vx € X : m < x}.

o va(p) = min;p’ Ae; je najvi&ie v také, e
(pTA)j = Zp;A;j >v pre kazdé j.
i
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min X = max{m | Vx € X : m < x}.
o va(p) = min;p’ Ae; je najvi&ie v také, e
(pTA)j = Zp;A;j >v pre kazdé j.
i
Alica: Bob:

max v, min v,
za podmienok: p’A>v-1 za podmienok: Aq<v-1
p'1=1 17q=1
p>0 q>0
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Hardcore lema

Spat k Hardcore leme:

Lema (Impagliazzova Hardcore lema)

Existuje 1%-hustd distribiicia H takd, Ze ak f je velmi taZkd na
U,, tak f je pekelne tazkd na H.
Presnejsie: pre kaZdy obvod C mensi ako €2/100n-H%:2(f) plati

avg

Pr[C(x) = (] <1/2+e.
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ak f je velmi tazkd = Jpekelne tazké jadro H,
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ak f je velmi tazkd = Jpekelne tazké jadro H,

kaZzdy maly obvod TImnosina H Vmaly obvod dokaZe vyriesit
= JmnoZin
spodita f na < 99% len < 50+ €% vstupov z H.
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ak f je velmi tazkd = Jpekelne tazké jadro H,

kaZzdy maly obvod TImnosina H Vmaly obvod dokaZe vyriesit
= JmnoZin
spodita f na < 99% len < 50+ €% vstupov z H.

Obmena:

Apekelne tazké jadro = Imaly obvod, ktory potita f skoro viade,
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ak f je velmi tazkd = Jpekelne tazké jadro H,

kaZzdy maly obvod TImnosina H Vmaly obvod dokaZe vyriesit
= JmnoZin
spodita f na < 99% len < 50+ €% vstupov z H.

Obmena:

Apekelne tazké jadro = Imaly obvod, ktory potita f skoro viade,

Jmaly obvod C, ktory vyriesi . dmaly obvod, ktory

k V zinu H
a mnozinu > 50 +¢% vstupov z H riesi f na > 99%.
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Hardcore lema

H Dokaz.
@ uvazujme hru:

e A zvoli 1%-hustd distribdciu H
e B zvoli obvod C velkosti < S’
o A zaplati B sumu v =Pr,c . y[C(x) = f(x)]
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Hardcore lema

H Dokaz.
@ uvazujme hru:

e A zvoli 1%-hustd distribdciu H
e B zvoli obvod C velkosti < S’
o A zaplati B sumu v =Pr,c . y[C(x) = f(x)]

@ z naho predpokladu B vie vzdy vyhrat aspoi v >1/2+¢
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Hardcore lema

VH:3C: Pr [C(x)=f(x)]>1/2+¢

xerH

1% :VH : P —f >1/2
[ CGR%,LERH[C(X) (x)])>1/2+¢

@ pre kazdu distribiciu existuje slaby Ziak = existuje ndhodna
distriblicia na Ziakoch takd, Ze ak uditel vyberie pisomku a ja si
zvolim ndhodného Ziaka, ten odpovie spravne s pp. > 1/2+¢€
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Hardcore lema

@ nazvime retazec x ,zly", ak Prec ¢ [C(x) = f(x)] <1/2+¢
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Hardcore lema

@ nazvime retazec x ,zly", ak Prec ¢ [C(x) = f(x)] <1/2+¢

@ zlych retazcov je len mélo, < 1%, inak by sme mohli zvolit H
uniformne na zlych retazcoch
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Hardcore lema

o Nech t =50n/€?, Cy,...,C; €r € a nech C(x) je vatsinova
odpoved Ci,...,C:.
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Hardcore lema

o Nech t =50n/€?, Cy,...,C; €r € a nech C(x) je vatsinova
odpoved Ci,...,C:.

@ Velkost C je tS'+dato< S
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Hardcore lema

o Nech t =50n/€?, Cy,...,C; €r € a nech C(x) je vatsinova
odpoved Ci,...,C:.

@ Velkost C je tS'+dato< S

o Z Cernofovej nerovnosti vyplyva Pr[C(x) # f(x)] < 1/2" pre
vietky dobré x
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Hardcore lema

o Nech t =50n/€?, Cy,...,C; €r € a nech C(x) je vatsinova
odpoved Ci,...,C:.

@ Velkost C je tS'+dato< S

o Z Cernofovej nerovnosti vyplyva Pr[C(x) # f(x)] < 1/2" pre
vietky dobré x

@ podla union bound 3C taky, e C = f pre véetky dobré x
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Hardcore lema

Nech t =50n/€2, Cy,...,C; €p € a nech C(x) je vatinova
odpoved Ci,...,C:.

Velkost C je tS'+dato< S
Z Cernofovej nerovnosti vyplyva Pr[C(x) # f(x)] < 1/2" pre
vietky dobré x

podla union bound 3C taky, e C = f pre véetky dobré x
Ked'7e zlych x je < 1%, C potita f na 99% a H3Y(f) < S
O
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