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Plán

∃ t’ažká funkcia =⇒∃ vel’mi t’ažká funkcia =⇒∃ pekelne t’ažká funkcia

=⇒∃ dobrý PNG =⇒ vieme odhadnút’ Pr[BPP-alg akceptuje]

=⇒ P = BPP.
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Ťažkost’ v priemernom pŕıpade

Defińıcia

Budeme hovorit’, že funkcia f je

t’ažká, ak ju obvody vel’kosti S ≤ 2γn nedokážu spoč́ıtat’ presne
(pre nejaké γ > 0),

vel’mi t’ažká, ak ju obvody vel’kosti S ≤ 2γn nedokážu ani len
aproximovat’ na 99% (pre nejaké γ > 0),

pekelne t’ažká, ak ju obvody vel’kosti S ≤ 2γn nedokážu ani len
aproximovat’ na 1/2 + 1/S vstupoch (pre nejaké γ > 0).
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Ťažkost’ v priemernom pŕıpade

Defińıcia

Pre f : {0,1}n→{0,1} a ρ ∈ [0,1]:
H

ρ
avg(f ) = max{S | ∀C ,SIZE(C ) = S :

Prx∈R{0,1}n [C (x) = f (x)] < ρ}.
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Pekelne t’ažké funkcie z vel’mi t’ažkých

5 / 57



Yaova XOR lema

nech
f ⊕k(x1, . . . ,xk) =

⊕
i

f (xi ).

ak f je vel’mi t’ažká =⇒ f ⊕k je pekelne t’ažká
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Yaova XOR lema

Veta (Yaova XOR lema)

Nech f : {0,1}n→{0,1}, definujme f ⊕k : {0,1}nk →{0,1}:

f ⊕k(x1, . . . ,xk) =
⊕
i

f (xi ).

Potom pre ε > 2 ·0.99k je

H
1/2+ε
avg (f ⊕k)≥ (ε

2/400n) ·H0.99
avg (f ).
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Ťažké jadro

8 / 57



Hardcore lema

Nech f je vel’mi t’ažká (pri uniformnej distribúcíı)

potom existuje množina/distribúcia H (tzv. t’ažké jadro)

taká, že f je pekelne t’ažká na H
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Hardcore lema

distribúcia H na {0,1}n má hustotu δ , ak

∀x ∈ {0,1}n : Pr[H = x ]≤ 1

δ 2n

uniformná distribúcia má hustotu 1

ostatné distribúcie majú hustotu < 1

uniformná distribúcia na množine vel’kosti δ 2n je δ -hustá

mix δ -hustých distr. je δ -hustá distr.
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Hardcore lema

Lema (Impagliazzova Hardcore lema)

Existuje 1%-hustá distribúcia H taká, že ak f je vel’mi t’ažká na
Un, tak f je pekelne t’ažká na H.
Presneǰsie: pre každý obvod C menš́ı ako ε2/100n ·H0.99

avg (f ) plat́ı

Pr
x∈RH

[C (x) = f (x)]≤ 1/2 + ε.
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Yaova XOR lema

Spät’ k Yaovej XOR leme

Veta (Yaova XOR lema)

f ⊕k(x1, . . . ,xk) =
⊕
i

f (xi ).

Pre ε > 2 ·0.99k (teda k = Θ(log 1/ε) je

H
1/2+ε
avg (f ⊕k)≥ (ε

2/400n) ·H0.99
avg (f )︸ ︷︷ ︸

S︸ ︷︷ ︸
S ′

.
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Dôkaz Yaovej XOR lemy

Myšlienka dôkazu.

pre k = 2; sporom:

predpokladajme, že ∃ malý obvod poč́ıtajúci f ⊕2 s pp.
≥ 1/2 + ε (na uniformnej distribúcíı)

nech H je distribúcia z Hardcore lemy pre f

t.j. f sa nedá na H spoč́ıtat’ ani s pp. 1/2 + ε/2

rozložme Un = 0.99G + 0.01H

z obvodu pre f ⊕2 vyrob́ıme malý obvod pre f na H
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Dôkaz Yaovej XOR lemy

� Dôkaz.

nech H je 1%-hustá distribúcia z Hardcore lemy pre f a

H
1/2+ε/2
avg

t.j. žiadny obvod vel’kosti S ′ nedokáže vypoč́ıtat’ f s pp.
≥ 1/2 + ε/2 na H

definujme
”
inverznú“ distribúciu G :

Pr[G = x ] = (1/2n−δ Pr[H = x ])/(1−δ )

Un = (1−δ )G + δH
(Un)2 = (1−δ )2G 2 + (1−δ )δGH + δ (1−δ )HG + δ 2H2.
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Dôkaz Yaovej XOR lemy

pre l’ubovol’nú distribúciu D na {0,1}2n označme
PD = Prx∈RD [C = f ⊕2]

1/2 + ε ≤ P(Un)2 =

(1−δ )2︸ ︷︷ ︸
<ε/2

PG2︸︷︷︸
≤1

+(1−δ )δPGH + δ (1−δ )PHG + δ 2PH2

1/2 + ε/2≤ (1−δ )δPGH + δ (1−δ )PHG + δ 2PH2
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Dôkaz Yaovej XOR lemy

súčet koeficientov na pravej strane je < 1 a preto aspoň jedno
PD muśı byt’ viac ako 1/2 + ε/2 (primerovaćı prinćıp).

predpokladajme napr., že PHG ≥ 1/2 + ε/2, t.j.,
Prx1∈RH,x2∈RG [C (x1,x2) = f (x1)⊕ f (x2)] > 1/2 + ε/2.

podl’a priemerovacieho prinćıpu muśı existovat’ konkrétne x2
také, že Prx1∈RH [C (x1,x2)⊕ f (x2) = f (x1)] > 1/2 + ε/2.

to znamená, že máme obvod D vel’kosti S ′ (poč́ıtajúci
x1 7→ C (x1,x2)⊕ f (x2) so zadrátovaným x2, f (x2)), ktorý
poč́ıta f na H s pp. > 1/2 + ε/2, čo je spor s hardcorovost’ou
H.

�
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Dôkaz Yaovej XOR lemy
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H.

�

22 / 57
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Malá odbočka do teórie hier
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Kameň

Papier

Oheň Voda

Nožnice

K P N O V
K 0 −1 +1 −1 +1
P +1 0 −1 −1 +1
N −1 +1 0 −1 +1
O +1 +1 +1 0 −1
V −1 −1 −1 +1 0
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(1,2) (1,3) (2,3) (2,4)
(1,2) +2 −3
(1,3) −2 +3
(2,3) +3 −4
(2,4) −3 +4

Optimálna stratégia:

(1,2) s pravdepodobnost’ou 4/7≈ 57%

(2,4) s pravdepodobnost’ou 3/7≈ 43%
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matica A

Alica zvoĺı riadok i

Bob zvoĺı st́lpec j

Aij je výhra/prehra z pohl’adu Alice
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nech p,q pravdepodobnostné distribúcie nad
riadkami/st́lpcami

E[výhra Alice] = ∑
i ,j

Pr[Alica zvoĺı i ]︸ ︷︷ ︸
pi

·Pr[Bob zvoĺı j ]︸ ︷︷ ︸
qj

·Aij

= ∑
i ,j

pi ·Aij ·qj = pTAq.
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ak by A vedela, že B zahrá q, tak

E[výhra pre i-ty riadok] = ∑
j

Pr[Bob zvoĺı j ] ·Aij = Aq.

max
p

pTAq = max
i

eTi Aq a min
q

pTAq = min
j

pTAej .
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pre každé p spoč́ıtame vA(p) = minq pTAq – kol’ko źıska, ak
Bob zvoĺı optimálnu stratégiu proti p

nech vA = max
p

vA(p) = max
p

(min
q

pTAq) = max
p

(min
j

pTAej).

označme p̃

podobne Bob: vB(q) = maxp pTAq

nech vB = min
q

vB(q) = min
q

(max
p

pTAq) = min
q

(max
i

eTi Aq).

označme q̃
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označme p̃

podobne Bob: vB(q) = maxp pTAq

nech vB = min
q

vB(q) = min
q

(max
p

pTAq) = min
q

(max
i

eTi Aq).

označme q̃

35 / 57
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Veta

Pre každú hru s nulovým súčtom danú maticou A plat́ı

max
p

(min
q

pTAq) = min
q

(max
p

pTAq).

Optimálna stratégia Alice je distribúcia p̃, ktorá maximalizuje l’avú
stranu a optimálna stratégia Boba je distribúcia q̃, ktorá
minimalizuje pravú stranu.
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minX = max{m | ∀x ∈ X : m ≤ x}.

vA(p) = minj pTAej je najväčšie v také, že

(pTA)j = ∑
i

piAij ≥ v pre každé j .

Alica: Bob:

max v , min v ,

za podmienok: pTA≥ v ·1 za podmienok: Aq≤ v ·1
pT1 = 1 1Tq = 1

p≥ 0 q≥ 0
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Hardcore lema

Spät’ k Hardcore leme:

Lema (Impagliazzova Hardcore lema)

Existuje 1%-hustá distribúcia H taká, že ak f je vel’mi t’ažká na
Un, tak f je pekelne t’ažká na H.
Presneǰsie: pre každý obvod C menš́ı ako ε2/100n ·H0.99

avg (f ) plat́ı

Pr
x∈RH

[C (x) = f (x)]≤ 1/2 + ε.
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ak f je vel’mi t’ažká =⇒∃pekelne t’ažké jadro H,

ak
každý malý obvod

spoč́ıta f na < 99%
=⇒∃množina H

∀malý obvod dokáže vyriešit’

len < 50 + ε% vstupov z H.

Obmena:

6 ∃pekelne t’ažké jadro =⇒∃malý obvod, ktorý poč́ıta f skoro všade,

ak ∀množinu H
∃malý obvod C , ktorý vyrieši

≥ 50 + ε% vstupov z H
=⇒ ∃malý obvod, ktorý

rieši f na ≥ 99%.
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len < 50 + ε% vstupov z H.

Obmena:
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ak ∀množinu H
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Hardcore lema

� Dôkaz.

uvažujme hru:

A zvoĺı 1%-hustú distribúciu H
B zvoĺı obvod C vel’kosti ≤ S ′

A zaplat́ı B sumu v = Prx∈RH [C (x) = f (x)]

z nášho predpokladu B vie vždy vyhrat’ aspoň v ≥ 1/2 + ε
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uvažujme hru:
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Hardcore lema

∀H : ∃C : Pr
x∈RH

[C (x) = f (x)]≥ 1/2 + ε

=⇒

∃C : ∀H : Pr
C∈RC ,x∈RH

[C (x) = f (x)]≥ 1/2 + ε

pre každú distribúciu existuje slabý žiak =⇒ existuje náhodná
distribúcia na žiakoch taká, že ak učitel’ vyberie ṕısomku a ja si
zvoĺım náhodného žiaka, ten odpovie správne s pp. ≥ 1/2 + ε
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Hardcore lema

nazvime ret’azec x
”
zlý“, ak PrC∈RC [C (x) = f (x)] < 1/2 + ε

zlých ret’azcov je len málo, < 1%, inak by sme mohli zvolit’ H
uniformne na zlých ret’azcoch
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Hardcore lema

Nech t = 50n/ε2, C1, . . . ,Ct ∈R C a nech C (x) je väčšinová
odpoved’ C1, . . . ,Ct .

Vel’kost’ C je tS ′+ dačo < S

Z Černofovej nerovnosti vyplýva Pr[C (x) 6= f (x)]� 1/2n pre
všetky dobré x

podl’a union bound ∃C taký, že C = f pre všetky dobré x

Ked’že zlých x je < 1%, C poč́ıta f na 99% a H0.99
avg (f ) < S

�
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všetky dobré x
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avg (f ) < S

�

53 / 57



Hardcore lema

Nech t = 50n/ε2, C1, . . . ,Ct ∈R C a nech C (x) je väčšinová
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Z Černofovej nerovnosti vyplýva Pr[C (x) 6= f (x)]� 1/2n pre
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