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dané: body p1,p2, . . . ,pn

môžeme si ich predspracovat’

chceme vediet’

spoč́ıtat’ body v danom obd́lžniku
vyṕısat’ všetky body v danom obd́lžniku

dynamická úloha: body môžeme pridávat’/mazat’

5 / 71
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spoč́ıtat’ body v danom obd́lžniku
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dynamická úloha: body môžeme pridávat’/mazat’
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1D ?
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poč́ıtanie v O(logn)

vyṕısanie k bodov v O(logn+k)
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2D?
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Kd-stromy: body budeme rozdel’ovat’ striedavo podl’a x-ových
súradńıc a y -ových súradńıc

podl’a x : rozdeĺıme body podl’a zvislej priamky tak, že polovica
je vl’avo a polovica vpravo

podl’a y : rozdeĺıme body podl’a vodorovnej priamky tak, že
polovica je dolu a polovica hore

15 / 71



Kd-stromy: body budeme rozdel’ovat’ striedavo podl’a x-ových
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podl’a x : rozdeĺıme body podl’a zvislej priamky tak, že polovica
je vl’avo a polovica vpravo
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každý podstrom zodpovedá obd́lžnikovej oblasti
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čierne vrcholy: celá oblast’ je v obd́lžniku;
šedé: čast’ je v obd́lžniku
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nech G (n) je počet šedých vrcholov

G (n) = G (n/2) + 1 pre párne h́lbky

G (n) = 2 ·G (n/2) + 1 pre nepárne h́lbky

G (n) = 2 ·G (n/4) +O(1) a G (1) = 1
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poč́ıtanie v O(
√
n)

vyṕısanie k bodov v O(
√
n+k)
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3D ?
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G (n) = 4 ·G (n/8) +O(1) a G (1) = 1

strom výšky
2

3
lgn
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poč́ıtanie v O(n2/3)

v d rozmeroch O(n1−1/d)

predpoč́ıtanie v O(n logn)

34 / 71
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Dá sa to lepšie?
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V 1D vieme identifikovat’ O(logn) podstromov, ktoré spolu
reprezentujú celý rozsah.
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V 2D vieme takto identifikovat’ O(logn) podstromov, ktoré
obsahujú body so správnou x-ovou súradnicou.
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pamät’ O(n logn)

predspracovanie v O(n logn)

query: O(log2 n)
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Dá sa to lepšie?
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Napŕıklad vstup:
(2,19),(5,80),(7,10),(8,37),(12,3),(15,99),(17,62), (21,49),
(33,30), (41,95),(52,23),(58,59),(67,89),(93,70)
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2D:

pamät’ O(n logn)

predspracovanie v O(n logn)

poč́ıtanie v O(logn)
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d rozmerov:

pamät’ O(n logd−1 n)

predspracovanie v O(n logd−1 n)

poč́ıtanie v O(logd−1 n)
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Dynamicky?
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Pamätáte si scapegoat stromy?

S vrcholov spolu

L vrcholov R vrcholov

∆ = |L−R|

INVARIANT: Každý vrchol bude mat’ našetrené aspoň ∆−1$.
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$

$

$

$

Na každý insert stač́ı 2 log3/2N$:

log3/2N$ zaplat́ı pridanie

log3/2N$ si ušetŕıme na neskôr
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. . . tým pádom nevyvážený podstrom s S vrcholmi mal Θ(S)$ a
vedel zaplatit’ prebudovanie v O(S) Problém: tentokrát trvá

prebudovanie O(S logS) (v 2D)
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S vrcholov spolu

L vrcholov R vrcholov

∆ = |L−R|

INVARIANT: Každý vrchol bude mat’ našetrené aspoň
(∆−1) logS$.
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$

$

$

$

Na každý insert stač́ı O(log2N)$:

logN$ zaplat́ı pridanie

každý vrchol si ušetŕı ≈ logN$ na neskôr
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2D:

pamät’ O(n logn)

predspracovanie v O(n logn)

poč́ıtanie v O(logn)

insert/delete v O(log2 n) amortizovane
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