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1 Motivácia

• text T d́lžky n, vzorka (pattern) P d́lžky m; napr. T = l’udská DNA ≈ 3G znakov; chceme

vyhl’adávat’ P d́lžky 1k–100k
• triviálne vyhl’adávanie: O(m× n); KMP: O(m) predspracovanie vzorky a O(n) vyhl’adávanie;

praktické algoritmy (Boyer-Moore)
• indexovanie: vedeli by sme predspracovat’ text (namiesto vzorky) a následne vyhl’adávat’ v čase
O(m)?

• najdlhš́ı spoločný podret’azec – vel’a rokov otvorený problém, dá sa v O(n)
• úloha: dané texty T1, . . . , Td; chceme ich predspracovat’ tak, aby sme vedeli pre daný ret’azec

P nájst’ všetky texty, ktoré zač́ınajú na P
– triviálne: bez predspracovania v O(m× d) (porovnávańım so všetkými textami)
– zotriedime, následne vyhl’adávame binárne: O(m× log d)
– ṕısmenkový strom, následne źıdeme po ceste P , listy podstromu sú všetky dokumenty

zač́ınajúce na P
• vo všeobecnosti je ṕısmenkový strom dobrý na úlohy o prefixoch

2 Sufixové stromy

• sufixový strom – na prvé počutie šialená myšlienka: všetky sufixy textu T vlož́ıme do ṕısmenkového
stromu

• každý podret’azec je prefix nejakého sufixu (let that sink in)

• každý vrchol v zodpovedá podret’azcu na ceste z koreňa do v
• výskyty tohto podret’azca sú listy v podstrome v

• pamät’: všetky sufixy majú spolu d́lžku Ω(n2), čo je problém (obr. vl’avo)
• riešenie:
• 1) každú cestu, ktorá sa nedeĺı skontrahujeme na jednu hranu (obr. v strede)
• ostane nám strom, kde má každý vnútorný vrchol stupeň ≥ 2, takže ich počet je < počet listov;

spolu bude teda vrcholov O(n)
• 2) pre každú hranu ulož́ıme iba indexy do pôvodného textu T , nekoṕırujeme podret’azce (obr.

vpravo)
• takto zaberá každá hrana O(1) pamäte; spolu O(n)
• sufixový strom sa dá zostrojit’ v čase O(n), konštrukciu vysvetĺıme neskôr

• zovšeobecnenie: pre množinu viacero ”dokumentov”(textov) D = {T1, T2, . . . , Td} sufixový
strom obsahuje všetky sufixy všetkých dokumentov

• napr. wikipédia ≈ 6M článkov, desiatky GB dát

1



• stač́ı zostrojit’ sufixový strom pre T1#T2#T3# · · ·Td#$, kde # a $ sú dva špeciálne ukončovacie
znaky, ktoré sa nenachádzajú v textoch T1, . . . , Td

• jediný drobný rozdiel je, že listy a hrany musia špecifikovat’, o ktorý dokument sa jedná

3 Aplikácie

• nachádza sa P v texte T? nájdi prvý výskyt/všetky výskyty

– stač́ı źıst’ z koreňa pozd́lž cesty P ; listy v danom podstrome sú všetky výskyty
– ak chceme prvý výskyt, predpoč́ıtame si pre každý vrchol pointer na list s najmenš́ım

č́ıslom sufixu (alebo priamo poźıciu prvého výskytu: prechodom stromu v O(n) zdola nahor
(postorder), vo vrchole bude minimum z jeho synov)

– ak chceme všetky výskyty, stač́ı prehl’adat’ celý podstrom – ak je k výskytov, podstrom má
vel’kost’ O(k)

– predpoč́ıtanie: O(n), prvý výskyt: O(m), všetky výskyty: O(m + k), kde k = #výskytov
• najdlhš́ı opakujúci sa podret’azec

– vrchol, pod ktorým sú aspoň dva listy reprezentuje ret’azec, ktorý sa opakuje (to sú všetky
vnútorné vrcholy; #listov = #výskytov)

– pre každý vrchol môžeme predpoč́ıtat’ ”string-depth(v)- počet znakov na ceste od koreňa

do v (pozor, to nie je klasická h́lbka vrcholu – nechceme počet hrán, ale d́lžku textu na
hranách)

– výsledok je vnútorný vrchol s maximálnym string-depth – vieme nájst’ v O(n)
• najdlhš́ı spoločný podret’azec dvoch ret’azcov (longest common substring)

– ofarbime listy dvoma farbami – podl’a toho, do ktorého ret’azca patŕı daný sufix
– potom hl’adáme vrchol, ktorý má pod sebou listy oboch farieb (predpoč́ıtame prechodom

zdola nahor, či má vrchol pod sebou iba listy jednej farby (a ktorej) alebo oboch)

• najkratš́ı podret’azec, ktorý sa vyskytuje len raz / najčasteǰsie sa vyskytujúci ret’azec d́lžky
aspoň k – podobne

• maximálne repeaty (chceme také podret’azce, že T [i . . . i + k] = T [j . . . j + k], ktoré sa nedajú

pred́lžit’ ani dol’ava ani doprava: T [i− 1] 6= T [j − 1] a T [i + k + 1] 6= T [j + k + 1])
– stač́ı si pre každý list zodpovedajúci i-temu sufixu poznačit’ znak pred ńım (t.j. T [i− 1])

• najdlhš́ı spoločný prefix T [i . . .] a T [j . . .] (a.k.a. LCP – longest common prefix )
– triviálne v čase O(k), ak T [i . . . i + k − 1] = T [j . . . j + k − 1] ale T [i + k] 6= T [j + k]
– v čase O(1), ak si predpoč́ıtame LCA

• približné výskyty s ≤ k chybami
– triviálne v O(n×m) (prilož́ıme pattern na každú poźıciu a spoč́ıtame chyby)
– lepšie: v O(n×k) (vytvoŕıme sufixový strom pre T a P a porovnávanie zrýchlime poč́ıtańım

najdlhšieho spoločného prefixu: prilož́ıme pattern na každú poźıciu, ako v predchádzajúcom
riešeńı, ale namiesto porovnávania po znakoch sa vieme v O(1) posunút’ na najbližšiu chybu)

• počet dokumentov obsahujúcich P (document counting problem)
– predstavme si, že listy zafarb́ıme rôznymi farbami, podl’a toho, v ktorom dokumente je daný

sufix; máme d farieb a chceme pre každý vrchol vediet’, kol’ko rôznych farieb je pod ńım
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– triviálne v O(m + k) prehl’adańım celého podstromu (bez predpoč́ıtania; k = #výskytov)
– dá sa lepšie?

– pre každý vrchol predpoč́ıtame množinu farieb pod ńım – problém: čas a pamät’ O(n× d)
– lepšie: využijeme LCA; finta: fixnime nejaký konkrétny podstrom; dva vrcholy sú v pod-

strome práve vtedy, ked’ je aj ich LCA je v tomto podstrome
– takže ak je v nejakom podstrome napr. r červených listov, tak r− 1 po sebe idúcich dvoj́ıc

bude mat’ LCA v danom podstrome
– namiesto počtu rôznych farieb budeme poč́ıtat’ počet všetkých listov mı́nus kol’kokrát sa

nejaká farba opakuje (pričom počet opakovańı = počet vrcholov jednej farby mı́nus 1)
– majme pre každú farbu zoradené listy tejto farby zl’ava doprava
– postupne pre každú farbu prejdeme listy danej farby; pre každé dva po sebe idúce listy

spoč́ıtame LCA a započ́ıtame, že od tohto vrcholu vyššie máme 1 opakovanie
– následne rekurźıvne pre každý vrchol sč́ıtame tieto hodnoty v podstrome a výsledok odč́ıtame

od počtu listov
– takto v O(n) predpoč́ıtame výsledok pre všetky vrcholy

• dokumenty obsahujúce P (document listing problem)
– triviálne v O(m+ k) prehl’adańım celého podstromu (bez predpoč́ıtania) – dá sa lepšie? čo

ak je dokumentov vel’mi vel’a?
– definujme pole A, kde A[i] =č́ıslo predošlého vrcholu rovnakej farby
– výskyty patternu P budú listy nejakého podstromu, čo zodpovedá intervalu v poli A (po-

vedzme A[i . . . j])
– chceme vyṕısat’ všetky farby v podstrome; sprav́ıme to tak, že nájdeme tie najl’aveǰsie

vrcholy v intervale z každej farby; to sú také, že predchodca rovnakej farby je mimo intervalu
[i . . . j], presneǰsie < i

– úlohu teda redukujeme na problém vyṕısat’ všetky poźıcie i ≤ k ≤ j také, že A[k] < i
– toto vieme v čase úmernom počtu takých poźıcíı (t.j. v O(#dokumentov) namiesto O(#výskytov))
– predpoč́ıtame RMQ na poli A; potom pre daný interval [i, j] nájdeme minimum a kým je

< i, rekurźıvne sa zanoŕıme vl’avo a vpravo
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