USPORNE DATOVE STRUKTURY
(©kuko 3.5.2018

1 Usporné datové struktary

e budeme sa venovat DS, ktoré zaberaji malo miesta v pamiiti
e presnejSie, nech OPT je miniméalny pocet bitov potrebny na reprezentaciu struktary
e hovorime, Ze DS je
— kompaktnd, ak zabera O(OPT) bitov
— 4spornd, ak zabera OPT + o(OPT) bitov
— implicitnd, ak zaberd OPT + O(1) bitov
e napriklad
— na n-bitovy refazec treba OPT = n bitov;
— na k-prvkovii podmnozinu z n treba OPT = Ig (}}) bitov;
— n-vrcholovych binarnych stromov je C,, = ni_l (27:’) ~ 4" /n3/2/7, takze na binarny strom
treba lg C,, = 2n — O(Ign) bitov

2 Rank&Select

e problém: danj retazec S dlzky n, chceme podporovaf operacie:
— rank.(.5,4) = pocet znakov ¢ od zadiatku po i-tu poziciu
— select.(S,4) = pozicia i-teho znaku ¢ v S
e zjavne rank. (S, select.(S,7)) = i a select.(S,rank.(S5,7)) < i je posledna pozicia znaku ¢ na
pozicii < i (rovnost nastéva, ak S; = ¢)
e uvazujme najskor binarnu abecedu; nech m je pocet jednotiek
e rankg(S,i) =i — rank; (5, 1), takZe sta¢l podporovat jednu operéciu
e jednoduché riesenia:
— utriedené pole — mlgn bitov, O(lgm) cas
— predpocitany rank — nlgn bitov, O(1) ¢as
— predpodéitany rank pre blok dizky ¢t — n+(n/t)lgn bitov, éas O(t); pre t = Q(lgn) dostavame
kompaktnt, pre t = w(lgn) tspornt DS, ale ¢as je Q(lgn)

3 Usporny Rank

e Usporné rieSenie v ¢ase O(1) (pre bindrnu abecedu) dostaneme na 3 kroky:

e rozdelime bitvektor na superbloky dizky t; = lg? n a predpoéitame rank pre kazdy superblok
- O(n/lgn) = o(n) bitov

e kazdy superblok rozdelime na bloky dizky ty = %lgn a predpocitame rank kazdého bloku v
ramci superbloku

e blokov je O(n/lgn), ale kedZe kazdy rank je od zaciatku superbloku, t.j. m4 hodnotu najviac
lgn, sta¢i na reprezentaciu O(lglgn) bitov — spolu O(nlglgn/lgn) = o(n)

e nakoniec V bitvektor dizky 3lgn (tych je len 228" = \/n) a ¥ poziciu predpocitame jednu
»globalnu“ tabulku s vysledkami — t4 mé4 velkost O(  /n lgn lglgn ) =o(n)
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#bitvektorov #pozicii velkostvysledku
e rank; (.5, 7) dostaneme tak, Ze spo¢itame rank pre superblok + rank pre blok + rank z tabulky

(0(1))

e pamit je n bitov na bitvektor + o(n) navyse

e v praxi toto rieSenie nie je najrychlejsie, pretoze v najhorsom pripade mame 3 cache missy



namiesto tabulky spoéitame rank v ramci bloku pomocou instrukcie popent, ktortt maju vSetky
moderné procesory
dobry kompromis medzi ¢asom a pamifou je 1-Groviiové riesenie (bez superblokov):

— rozdelime bitvektor na bloky po 7 - 64 = 448bitov

— medzi tieto bloky priddme predpocitané ranky — jeden 64-bitovy int

— celkovo teda rank+1blok zaberie 64B, ¢o je 1 cache line (max 1 cache miss)

— toto rieSenie zabera 14% pamiite navyse oproti samotnému bitvektoru

Usporny Select

podobna metdda ako pri ranku, hoci rieSenie je trochu zlozitejsie
predpocditame select(S,7) pre vSetky nasobky ¢; = lgnlglgn (pamit O(n/lglgn))
to nam rozdeli bitvektor na superbloky roéznych velkosti
nech r je velkost jedného superbloku; rozliSujeme 2 moznosti:

— pre velké a riedke superbloky (r > %) zapiSeme priamo pozicie jednotiek

— mozeme si to dovolit, pretoZe takychto velkych a riedkych superblokov je mélo a maji mélo

jednotiek: pamif bude O( n/t? - t; - lgn ) =0(n/lglgn) bitov
—— —~— =~
#superblokov #jednotiek zapislpozicie
— ostdva ndm vyriesit malé superbloky (r < t3)

e pouzijeme ten isty pristup s to = (Iglgn)?:
e predpocitame select pre nasobky to v rdmci malého superbloku, t.j. kazda pozicia zabera len

lglgn bitov, spolu O(n/ts -1glgn) = O(n/lglgn)

pre velké a riedke bloky (' > t2) ulozime priamo pozicie vSetkych jednotiek; jedna pozicia
zaberd lgt? = O(lglgn) bitov — spolu O(n/t3 - ta -1glgn) = O(n/lglgn)

blokov velkosti < t3 = (Iglgn)? je velmi malo, takze sta¢i globalna tabulka s predpo¢itanymi
hodnotami select V bitvektor V poziciu

e nie je znamy vztah medzi selectg a select; ako pre rank
e v praxi je najjednoduchsie (a ¢asto postacujice) pouzit bindrne vyhladavanie cez rank

Komprimovany bitvektor a RRR

entropia H(S) =3, e lg =
rieSenie je rovnaké ako pri ispornom ranku, bitvektor rozdelime na bloky a superbloky
jediny rozdiel je, ze kazdy blok skomprimujeme:
namiesto celého bitvektoru dizky ¢, ulozime dvojicu (c,0), kde
— ¢ je #jednotkovych bitov a
— 0 je offset — poradie bitvektoru, ak by sme vsetkych (ﬁf) bitvektorov s ¢ jednotkami zotriedili
lexikograficky
dvojica (c,0) je index do predpoé¢itanej globalnej tabulky rankov
c zabera gty bitov, o lg (tf) bitov
nech ¢; je pocet jednotiek v i-tom bloku, n1 = > ¢;
potom offsety zaberaju ), [lg (22)1 <o(n)+>,lg (22) =o(n) +1g[[, (ff) <o(n)+lg (:1)
Ig (7:‘1) =lgn! —lgni! —lgng! =nlgn —n—nylgn; +ny —nglgne + no + O(lgn)
=n1lg - +nolg - + O(logn) = nH(S) + O(logn)
kedZe komprimované bloky nemaji rovnaki dizku, potrebujeme este pole pointrov — kde zaéina
i-ty superblok a kde zaé¢ina j-ty blok (v rdmci superbloku) — toto zaberd o(n) paméte
pre kazdé ¢ € {0,...,ta} tieZ predpoéitame hodnotu [lg (tj)], ¢o je dlzka zapisu offsetu

v praxi je opdt vyhodné namiesto 2-och trovni (bloky a superbloky) zvolit len jednu troveri
(kvoli cache missom) a namiesto tabulky, kde st predpocitané ranky pre kazdu poziciu mat
tabulku s povodnymi bitvektormi a vysledok zratat pomocou popcnt
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Mala abeceda

e ako rozsirit rieSenie pre bindrnu abecedou na malt abecedu, napr. DNA={A,C,G, T}?
e jedna moznost je vyrobif jeden bitvektor pre kazdy symbol zvlast — takéto rieSenie nie je

usporné, kedZe potrebujeme 4 bity namiesto 2bitov/symbol

lepsie rieSenie je rozsirit nase praktické rieSenie: text rozdelime na bloky, na zaciatok kazdého
bloku zapiseme rank bloku pre kazdé pismeno, zvysné pozicie dopocitame pomocou bitovych
operdcii (xor, shift, and a popcnt)

Vicsia abeceda — Wavelet stromy

rozdelime abecedu na dve Casti ¥ = Yo U X

vytvorime bitvektor B: Bi] = j <= S[i| € &;

predspracujeme B pre rank

vytvorime retazce Sy a S1, kde S; obsahuje pismena z S, ktoré st v £; (|So| + [S1]| = |5])
rekurzivne pokracujeme v deleni abecedy a retazcov, az kym nedostaneme abecedy velkosti 1,
kde je tloha trividlna

takouto konsStrukciou dostaneme bindrny wavelet strom (WT), kde kazdy list reprezentuje
jedno pismeno, resp. 1-pismenovii abecedu a kazdy vrchol reprezentuje abecedu ¥, pismen
pod nim, ¥, = Tieft(v) U Lright(v); kazdy podstrom v kéduje retazec S, = S[X,

iny pohlad na WT je, Zze kazdy znak ¢ € ¥ zakédujeme binarne; tento kéd potom $pecifikuje
cestu z korefia do ¢ (0=vlavo, 1=vpravo)

rank.(¢): zatneme z korefa; nech ¢ € X;; spo¢itame ¢’ = rank;(B,4) a rekurzivne zavolame
rank. (i) na lavom/pravom synovi

ak chceme podporovat aj select, predspracujeme bitvektory pre select; vypocet select. je in-
verzny ku rank.:

select.(i): zacneme v liste ¢; nech pre otca vrcholu plati ¢ € X;; spoéitame i’ = select;(B, 1),
rekurzivne zavoldme select.(i') na otcovi

dokonca vieme zrekonstruovat pismeno S na i-tej pozicii, takZze ak zostrojime WT, samotny
retazec si uz nemusime pamétat

S[i]: za¢neme v koreni; nech j = Bli], i’ = rank;(B, ¢); pokracujeme s hlfadanim S;[i’] v synovi

ostéva rozhodnit detaily:

— ako budeme delit abecedu v kazdom vrchole?

— ako budeme reprezentovat cely strom?

— ako budeme reprezentovat jednotlivé bitvektory?
prirodzend moznost je delif ¥ vzdy na polovicu, ¢im dostdvame perfektne vyvazeny bindrny
strom
jeho vyska je lg o a na kazdej tirovni méame bitvektory s celkovou dizkou n — prirodzena repre-
zentéacia je jednoducho ich zrefazit do 1 pola

e pamit nlogo + o(nlog o), ¢as rank/select/access je O(logo)
e druhd moznost je reprezentovat vSetky bitvektory pomocou RRR — takato Struktira zaberie

nH(S) + o(nlogo):

— nech ng, ny je pocet 0/1 v koreni a ngg, no1, 10, n11 pofet 0/1 v lavom a pravom synovi
RRR v koreni zaberie ng lg(n/ng) + n1lg(n/n1) bitov

- synovia zaberu noo lg(no/noo) + no1 lg(no/nm) “+ n10 lg(nl/nlo) +n11 lg(nl/nll)

— ked to s¢itame, dostaneme ngg lg(n/ngo) + no1 1g(n/no1) + n1o lg(n/n1o) + n11lg(n/n11)

— ked takto budeme pokracovat, na konci dostaneme »_n.lg(n/n.) = nH(S)
kedZe bitvektory st komprimované, nemaji rovnakia dizku a na reprezentéciu stromu potre-
bujeme pomocné data

— jedna moznost je maf explicitne vrcholy so smernikmi na otca a synov

— druh& moznost je RRR $truktiury zrefazif a zapisat si offset, kde zac¢ina kazdy vrchol



dalsia moznost je, Ze abecedu nebudeme delit vzdy na polovicu, t.j. nebudeme mat pre ¥ kdd
pevnej dlzky, ale vezmeme napriklad Huffmanov kéd

e vdaka tomu bude pamiit nH(.S), ak ked jednotlivé bitvektory reprezentujeme priamo

e Cas jednej operacie bude O(o) v najhorsom pripade, ale O(H(S)) (H(S) <logo)) v priemer-
nom pripade (ak k jednotlivym znakom pristupujeme s priblizne rovnakou frekvenciou ako st
zastipené v stringu S)

v praxi sa ukazuje, Ze je celkom vyhodné pouzit rieSenie rank pre mali abecedu (velkosti 4
alebo 8) a namiesto bindrneho WT zostrojit 4- alebo 8-arny WT

tiez sa osveddila velmi jednoduchd kompresia namiesto priamej reprezentacie bitvektoru: roz-
delime na superbloky a bloky, (1blok 64bitov, lsuperblok 32blokov) a vynechdme bloky, kde
st samé 0 / samé 1



