SPLAY STROMY
(©kuko 8.3.2018

1 Splayovanie

e splay strom je binarny vyhladdvaci strom
e operdacia splay(z) najde vrchol z a vybuble ho nahor do koretia
e bublanie prebieha Specidlnym spdsobom:
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nech y je otec a z stary otec vrcholu x

a) pripad ,cik“: ak  nema4 starého otca (y je koreil), zrotujeme x

b) pripad ,cik-cik“: ak x aj y st obaja Tavi synovia, alebo obaja pravi synovia, zrotujeme
najskor y, potom x

c) pripad ,cik-cak“: ak x je lavy syn a y pravy syn (alebo naopak), dvakrit zrotujeme x
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2 Jednoducha analyza

e budeme analyzovat iba operaciu splay

e pre jednoduchost budeme predpokladat, ze klice su 1,...,n, splayujeme kluce, ktoré si v
strome

e nech size s, je pocet vrcholov v podstrome x

e nech rank r, = [log s |

e Invariant: kazdy vrchol bude mat na uéte nasetrenych r,$
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e par postrehov:

rotécia vrcholu x s otcom y meni iba 7, a ry — ostatné ranky sa nemenia

rank x po rotécii je rovnaky ako rank otca pred rotaciou: r, =r,

listy maju s, = 1, teda r, = 0; rank otca je vzdy > rank syna

maximélny rank mé koren; o0t = |10g Sroot] = |logn ]

aky je sucet vSetkych rankov, tzn. kolko maji naSetrené vSetky vrcholy dokopy?
najmenej, ak je strom perfektne vyvaZeny, je to ,L:i% n (n/2%) -k = 0O(n)

najviac, ak je strom maximéalne nevyvazeny s hibkou n, je to >__, [log k| > ZZ:n/2 |log & |
(n/2)[log(n/2)| = ©(nlogn)

ak ma vrchol rank r, mé pod sebou > 2" vrcholov

ak maji dvaja bratia rank r, ich otec musi mat rank > r + 1 (lebo je pod nim > 27+!
vrcholov)

ak mé otec a syn rank r, potom druhy syn musi mat rank < r (inak dostaneme spor s
predchadzajacim tvrdenim)
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e intuicia 1:

uvazujme cestu od vrcholu x ku korenu

kedze r, € {0,..., [logn]}, rank sa na tejto ceste moze zvysit len log n-krat

ak sa v jednom kroku splayovania rank zvysi, zaplatime ho z penazi na splayovanie

ak je rank rovnaky, pristup je pomalsi, ale ukidZeme, Ze vrcholy maji naSetrené dost na to,
aby tento krok zaplatili — z hladiska amortizovanej analyzy je teda tento krok zadarmo

e intuicia 2:



— nech y, z st otec a stary otec vrcholu z; nech «, 8 st podstromy pod = a §,v podstromy
pod y, z

— ak r, > rg, tak 0, s zhruba aspoii také velké ako a, 3, takze sme pri hladani vylaéili
podstatnu ¢ast klucov

— (v skuto¢nosti je toto tvrdenie nepresné a nemusi platit kvoli |-|; ale plati, Ze ak sa rank
na ceste zvysi aspoii o 2, vylucili sme aspoii konstantny zlomok kltcov)

— naopak, ak r, = r,, znamena to, Ze podstromy d,~ st malé v porovnani s «, 3, t.j. vii¢Sina
vrcholov je pod x

— avSak v tomto pripade sa vyvazenost stromu zlep$i, pretoze celé «, 8 budu po rotaciach
vyssie; teda vidsina prvkov pod 2 bude maf mensiu hibku

Veta o pristupe: Na operaciu splay(x) stacl 3(rroot — 7o) + 18, pricom zachovdme invariant
oznaéme 77, rank vrcholu = po jednom kroku splayovania (po jednej dvojitej rotacii, resp. po
poslednej jednoduchej rotécii)
Lema: Na kazdy cik-cik/cik-cak pripad sta¢i 3(r,, —r,;)$, na posledny pripad cik (r,, —r,)+18.
z lemy priamo vyplyva veta o pristupe, pretoze ked s¢itame vSetky kroky splay(x), dostavame
teleskopickt sumu 3(rposiedny _ppredposledny 4 p.predposledny ...y g/ g/l pll_p! gl g Y41 =
3(r§°51ed“5' —r;) + 1, pri¢om T}E’OSIGd”y = Troot j€ rank celého stromu
analyzujme jednotlivé pripady; nech = je prvok, ktory splayujeme, y a z st otec a stary otec;
Tg,Ty, T, SU ich ranky pred rotaciami a r;,r;, r!, st ranky po rotéciach (zvy$né ranky sa ne-
zmenia)
pripad ,cik“:
— pred rotaciou mame nasetrenych: r, + r, (+zvysné ranky)$
— po rotacii potrebujeme mat: ), + 7 (+2zvysné ranky, ale tie sa nezmenili)$
— takZe na udrzanie invariantu potrebujeme (1, + 1) — (rz +7,) minci + aspoii 1 mincu na
zaplatenie rotacii
- plati: 7}, = r, (rank po = rank otca pred) a r;, < r; (rank syna nie je v&¢si ako rank otca)
— teda potrebnych (r}, +7,) — (re +7y) + 1 =71y =1, + 1< (1}, —75) +1
pripad ,cik-cik®; analyzujme zvlast pripad r, = r, a r, < r.:
a)akrgy =r,, takrpy =ry =r, =71, =r
— ¢ize na tento krok méme pridelenych 3(r., — r,) = 0 — tento krok by mal byt v zmysle
amortizovanej zlozitosti zadarmo (vSetko platime z uz naSetrenych penazi)
— pozri obr.: po prvej roticii ma x aj y rank r (x sa nezmenil a y je korei ndgho podstromu,
teda ma rank r, =)
— po druhej rotacii sa rank z nezmeni a v, =r, = r, teda r, < rl,
— z toho ale vyplyva, Ze pred rotaciami sme mali 3r$, po rotaciach ndm staci < 3r — 1
— Cize prechod cez z,y, z a cik-cik rotéacie zaplati vrchol z a invariant ostane zachovany
b) ak r, < r,,
— pred rot.: 7, +7,+7.8, porot.: 7 +r, +7.8, teda potrebujeme (r} +r; +1.)—(ry+r,+7,)+18
plati: 77, = r. (koreil pred a po), rj, > r;, r, > 7, ar, <r, (syn<otec)
— odtial (r;—l—r;—i—r’z)—(rm—l—ry—&—rz)—f—l = (r’y—rm)—i-(r’z—ry)—l—l <(rl—re)+(rl—ry)+1 =
2(rl, —ry) +1
—kedze r, <r,=r, =71, —r, > 1, ze 2(r, —ry) +1 < 3(rl, —ry)
na tento krok mame pridelenych 3(r, —7,)$; (rl, —r;) > 18 pouzijeme na zaplatenie operécii;
2(r!, — r,) na dorovnanie nasporenych peiiazi, aby sme zachovali invariant
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(ry +70) = (re 4 1y) < 2(r = 12)
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pripad ,cik-cak: D.U.
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Vseobecna analyza

kazdému vrcholu z priradime véhu w, € Rt

nech size s, je sucet vah vSetkych vrcholov v podstrome x

nech rank r, = log s,

Invariant: kazdy vrchol bude matf na u¢te nasetrenych r,$; inymi slovami potencidl ® = 5" r,

Veta o pristupe: Operéacia splay(x) ma amortizovant zlozitost 3(rroot — 72 ) +1 (pre lubovolnt
volbu véh)

ingmi slovami, ak W = " w, je celkovi védha stromu, potom zloZitost splay(x) je 3(logW —
logw,) +1=0(1+log(W/w,))

Lema: Kazdy cik-cik/cik-cak pripad méa amortizovant zlozitost 3(r, — r,), posledny pripad
cik mé zlozitost 3(r,, —r,) +1

e amortizovand zlozitost a je skutofnd zlozitost ¢ (2 rotacie) + rozdiel potencidlov AP
e pripad ,cik-cik*:
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—a=t+ AP =2+ (rp 1y +1) = (e try+ry) =24y Frl = e —1ry <247 + 0L =21,
— 1y + 1., =log s, +log s, < 2log|(sy + s.)/2] < 2log(s,/2) =2r,, —2

— teda r, < 27, —r, — 2, dosadime vyssie:

—a<247L+2r, —ry —2)—2r, =3(r, —ry)

pripad ,cik-cak“:

—a=2+ry vl =y =1y <247 0l =21,

- r;—&—r; zlogs;—&—logs’z <2r) —2

—a<242r, —2—-2r, =2(r, —ry)

log[(a+b)/2] logb

(loga + logb)/2

pripad ,,cik“: prenechdvame citatelovi

Désledky

e Vyvazenost: pre w, = 1 dostavame 7,0t = logn, takZe amortizovana zlozitost je O(logn)
e Staticka optimAlnost, alias Veta o entropii: nech f, > 1 je frekvencia, s ktorou splayujeme z,

m je celkovy pocet operacii, p, = f./m; potom zlozitost m operécii je O(m+>_ f. log(m/f.)) =
O(m+m>_ pylog(l/p,)); teda splay(z) mé amortizovani zlozitost O(1 + log(1/ps))
— hodnota H = p, log(1/p,) je entropia pravdepodobnostného rozdelenia
— 7 teorie informécie vyplyva, Ze ak pozname f,, Ze najlepsi staticky strom dosahuje zlozitost
zhruba mH — splay strom dosahuje konstantny nasobok bez znalosti f,
— dokaz: zvolme w, = f,, potom 750 = logm a r, = log f, dosadime do vety o pristupe
— 7 tejto vety vyplyva veta o statickom prste
Veta o statickom prste: zvolme si prst — vrchol p; amortizovand zlozitost splay(z) je
O(log(2 + |z — p|)), kde |x — p| je vzdialenost (poet prvkov) medzi z a p
— inymi slovami, ak ¢asto pristupujeme k prvkom blizko p, pristup je rychly
— dokaz: zvolme wy = 1/(x — p+ 1)?%; Sro0t < 2D 5oy 1/k* = 72/6 = O(1), dosadime do vety
o pristupe
Veta o pracovnej mnoZine: nech t;(x) je podet roznych prvkov (vratane z), ktoré sme
splayovali odkedy sme naposledy vysplayovali = pred ¢asom i; potom splay(z) trvd O(1 +
log t;(z;)) amortizovane



— inymi slovami, ak stale pristupujeme iba k malej ,pracovnej mnozine prvkov, ¢as je loga-
ritmicky od velkosti pracovnej mnoziny

— dokaz: vahy budeme menit; v ¢ase i zvolme w, = 1/t;(x)?

— potom Syoot = Y ey 1/k* = 72 /6, &ize splay(x;) trvd O(1 + log(O(1)/t;(z;)"2)) = O(1 +
logti(z;))

— treba eSte overit, Ze sme s meniacimi sa vdhami nepodvéadzali; ako sa zmenia vahy?

— vSetkym prvkom, ktoré sme splayovali od posledného splay(z;) sa t;(y) zvysi o 1; vrcholom,
ktorych sme sa odvtedy nedotkli sa vaha nezmeni a prvok x; bude mat vahu 1

— inymi slovami, ak je t;(x;) = k, potom ¢;11(y) sa zmeni takto: & — 1,1 — 2, 2 —
3,...k—1—=k

— teda wy, vzrastie o < 1 a ostatné vahy klesnd alebo ostant nezmenené

— teda A® < 1

— z tejto vety vyplyva statickd optimélnost

5 Dalsie vlastnosti splay stromov

e Veta o skenovani: ak pristupujeme postupne k prvkom 1,2,3, ..., n, celkovy ¢as je O(n)
e Veta o dynamickom prste: pristup ku x; trva O(log(2 + |z; — x;-1]))

— teda pristup blizko predoslému prvku je rychly

— 7 tejto vety vyplyva veta o skenovani aj veta o statickom prste

— dokaz je velmi tazky

e Hypotéza o obojsmernej fronte: ak splay strom pouzivame ako deque, teda vkladame a vybe-
rame prvky iba zo zaciatku alebo konca, ¢as bude O(m) (amortizovane)

— najlepsi dokazany odhad je O(ma(m))

e Hypotéza o split strome:

— split strom je datovéa Struktira, ktord podporuje operacie make(zy,...,z,) — vytvorenie
stromu a split(z) — vrati « a rozdeli strom na 2 split stromy s prvkami < z a >

— existuje algoritmus, kde make a nxsplit trvd O(n); predpoklad4 sa, Ze splay strom dosahuje
rovnak zlozitost

— zatial najlepsi dokdzany odhad je O(na(n))

e Zjednotend hypotéza: zovseobeciuje vlastnost pracovnej mnoziny a dynamického prsta: ak sme
neddvno pristupovali k prvku, ktory je blizko, pristup bude rychly: O(log min,[¢;(y) + |x; —
y| + 2]) amortizovane

e Hypotéza o dynamickej optiméalnosti: splay strom je len konstantny nasobok od najlepSiecho
mozného BST algoritmu, ktory pozna celt postupnost pristupov dopredu



