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1 Prioritné fronty

e chceme ,Ciernu krabicku“, ktord dokéze operacie:
— insert
— delete min
— decrease key
— pripadne merge
e s takouto krabickou vieme napr. triedit: nxinsert a nasledne nxdelete min
e tiez sa hodi na implementaciu Dijkstrovho algoritmu: vlozime zaciatoény vrchol so vzdiale-
nostou 0 a zvysné vrcholy so vzdialenostou oo; nasledne vzdy vyberieme vrchol s najmensou
vzdialenostou a vSetkym susedom potencidlne znizime vzdialenost (ak je to tadialto kratsie)
— celkovy ¢as: n x (insert + delete min) + m x decrease key
e vsetci vedia, ze prioritna fronta sa efektivne implementuje pomocou haldy, ale: da sa lepSie?
ak 4no, ako? a ak nie, preco nie? a daju sa efektivne spojit dve haldy?
e napr. existuje halda, ktord spravi insert a delete min v O(1), ale decrease key v O(logn)?
— NIE, pretoZe potom by sme vedeli triedit v O(n) a to sa v porovnivacom modeli nedd
e existuje halda, ktord spravi insert a decrease key v O(1), ale delete v O(logn)?
— prekvapivo ANO a v tejto prednéske si ukazeme, ako sa to da
— pozn.: v stlpci lenivd a Fibonacciho halda st zlozitosti amortizované, nie v najhorsom
pripade; existuji aj DS dosahujtce rovnaké ¢asy v najhorSom pripade, ale st pomerne
komplikované
— pozn. 2: binomialne a Fib. haldy st v praxi pomerne pomalé (konstanty v Oc¢ku st pomerne
velké) a v praxi je lepSie pouZit bindrnu/d-arnu haldu; otvoreny problém: existuje halda,
ktora m4 aj dobrtt asymptoticka zlozitost (ako Fib. halda) a zaroveii je efektivna v praxi?

binarna d-arna binomidlna leniva Fibonacciho
pole halda halda halda bin. halda halda
insert 0(1) O(logn) O(log,n) O(logn) 0(1) 0(1)
delete min O(n) O(logn) O(dlog,n) O(logn) O(logn) O(logn)
decrease key | O(1) O(logn) O(log;n) O(logn) O(logn) 0(1)
merge O(n) O(n) O(n) O(logn) O(1) 0(1)
Dijkstrov alg. | O(n*) O(mlogn) O(mlog,,,n) O(m + nlogn)

e pre Dijkstrov algoritmus:

— oby¢ajné pole je najlepsia (a optimalna) moznost, ak mame velmi husty graf (m = ©(n?))
relativne maly); m logn je preto ovela lepsie ako n?

— d-4rna halda ma trade-off medzi insert, decrease key (rychlejsie) a delete min (pomalsie);
pre Dijkstrov alg. dostavame O(mlog, n+ndlog,n), ¢o je najmensie, ak vezmeme d = m/n
(resp. max(2,m/n)); véimnite si, ze pre m = Q(n'*°) je log,, , n = log,,- n = O(1/¢), takze
pre grafy s aspon (n®) hranami je to optimdlny algoritmus

— s Fib. haldou dostdvame O(m + nlogn), ¢o je pre m = Q(nlogn) optimélne

— dé sa lepsie? d4 sa najst najkratsia cesta v O(m) aj pre riedke grafy? napr. m = O(n)?



2 Binomialna halda

e By, — binomialny strom s rankom k definujeme rekurzivne:
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By je jediny vrchol a By vznikne spojenim dvoch Bj stromov
zjavne |Bg| = 2k a korei By mé k synov — stromy By, ..., Br_1
v binomidlnej halde budeme pozadovat, aby bol vzdy otec mens$i ako vSetci synovia, takze
najmensi prvok je v koreni
binomidlna halda je zoznam niekolkych B; + smernik na minimum
navyse plati, Ze vietky ranky koreiiov musia byt rozne; z toho (a faktu |By| = 2F) vyplyva,
ze tvar binomialnej haldy s n vrcholmi zodpoveda binarnemu zapisu ¢isla n — halda obsahuje
strom By, ak je k-ty bit 1

— napr. halda so 41 vrcholmi (41 = 32 + 8 + 1 = 25 + 23 + 29) sa bude skladat z By, B — 3 a

Bs

e operacia merge: jednoducho spojime oba zoznamy a pospajame stromy s rovnakym rankom
— funguje to rovnako ako s¢itanie v dvojkovej stistave: tak ako 28 4-2% = 21 B, + B, — By,
— napr. spojenie 41-prvkovej haldy (By, Bs, Bs) a 75-prvkovej (By, B1, B3, Bs) dostaneme

Bs, By, Bs, Bg:
By By By B; B; B Bg
—_— —_—
By By
B,
B, B, B, By

insert: vytvorime nova 1-prvkova haldu a primergujeme ju

delete min: odstrdnime minimum, ¢o je jeden z koretiov; zo synov (stromy By, By, Bs...)
vytvorime nova haldu, ktort pri-merge-ujeme k povodnej

decrease key: znizime a vybubleme nahor

kedZe pocet binomidlnych stromov a tiez maximalny rank a maximéalna vyska stromov je
O(logn), v8etky operacie trvaju O(logn) v najhorSom pripade

3 Leniva binomialna halda

zruSime podmienku, Ze vSetky ranky musia byt rézne

merge bude lenivy: iba napojime 2 spdjané zoznamy (min je mensi prvok z dvoch minim v
O(1) case)

e _upraceme® az pocas operacie delete min: vtedy pospajame stromy s rovnakymi rankami a
najdeme nové minimum

oproti ,oby¢ajnej“ binomialnej halde zlepsime ¢as merge a insert na O(1) amortizovane
delete min bude v najhor§om pripade az O(n), ale amortizovane O(logn)

konkrétne tvrdim, Ze ak dostanem za kazd operaciu insert: 28, merge: 1$, delete min: 3logn+
18, dokdzem vSetky kroky algoritmu zaplatit

budem dodrziavat nasledovny invariant: kazdy koren stromu mé nasporeny 1$



e merge: za 1$ spojime dva zoznamy a vyberieme mensie z dvoch minim
e insert: za 1$ vytvorime novy vrchol a pripojime ho, zvysny 1$ si vrchol odlozi na neskor, aby

sme zachovali invariant

delete min: vymazanie korelia a pripojenie deti — 1$; ndjdenie nového minima — log n$; navyse
kazdy syn je novy korefi a musime mu daf 1$ na tucet (spolu < logn$)

ostéva zaplatif ¢as na ,upratovanie“ — prechddzame zlava doprava, v pomocnom poli si pamé-
tame, aké ranky stromov mame a spajame stromy s rovnakym rankom

toto upratovanie trva az O(t), kde t je pocet stromov, avSak my ho dokdzeme zaplatif z uz
naSetrenych penaszi:

vzdy, ked ndjdeme 2 stromy s rovnakym rankom, porovnanie a spajanie zaplati ten strom,
ktory sa pripoji pod koreri s mensim kltacom (,vitaznému“ koreiiu ostane 1$, takZze invariant
ostane zachovany)

takto zaplatime za vSetky vrcholy, ktoré sa napoja pod iné; ostdva zaplatit za prechod zvysnych
vrcholov — tych, ktoré ostant korenmi aj na konci — ale tych je len < logn

Fibonacciho halda

motivacia: v Dijkstrovom algoritme len nx vkladdme/vyberdme minimum, ale potencidlne az
mxX znizujeme vahu — existuje halda, v ktorej je zniZovanie vahy rychle?

napad #1: ak chceme vrcholu z znizit vdhu, namiesto bublania = aj cely jeho podstrom odre-
Zeme a pripojime do zoznamu

v zozname teraz uz nebudeme mat nutne binomiélne stromy, ale akési osekané zvysky

rank vrcholu definujeme ako #synov a pri upratovani spajame vrcholy s rovnakym rankom
jednoduché, ale stac¢i to? ukazuje sa, ze NIE

pri lenivej binomidlnej halde bola velkost stromu exponencidlna od ranku; tym padom bol
rank (#synov) najviac O(logn) a pri vymazani minima sme mohli pripojenie synov, ndjdenie
nového minima a vloZenie 1$ na ich ucet zaplatit

e problém: ak by sme ,bezhlavo* odsekévali podstromy, uz nemusi platit, ze rank je O(logn)
e a nedd sa ten dokaz zachrénit inak? nemohli by sme zmenit analyzu/invarianty a Setrit inak?

ukazuje sa, ze NIE
naznak dokazu:
— nech Sj je strom zloZzeny z k + 1 vrcholov — iba koren a k synov; nech T} je strom, ktory sa
sklada z korena a deti st stromy Sg, S1,...,Sk—1;
— Ty ma O(k?) vrcholov a d4 sa vyrobif pomocou O(k?) operécii
— vSimnite si, Ze ak napojime S}, pod koren T}, dostaneme T}
bude zloZené z T} a nového vrcholu — Ty
— ak teraz spravime delete min, najmensi prvok je koren 7Tj; po nom ostana jeho synovia
So0,S51....,5,_1 a ked ich postupne pospajame s T, ostane ndm T}, takze sme sa dostali
do povodneho stavu, ale alg. spravil ©(k) = ©(y/n) operacii, ¢o je vela

potrebujeme teda, aby rank bol najviac O(log n), teda aby strom s rankom k mal exponenciélne
vela vrcholov od k

napad #2: ak vrcholu v usekneme syna, poznacime si to; ak mu usekneme aj druhého syna,
odrezeme aj samotné v a pripojime ho ku korenom a rekurzivne postupujeme vyssie: ak aj otec
v tymto prisiel o druhého syna, odrezeme aj jeho, atd.

e najskor si ukdzme, Ze zlozitost decrease key bude stdle O(1) — presnejsie 4% na operaciu
e invariant: kazdy oznafeny vrchol, ktory prisiel o syna, mé nasporené 28$
e pri decrease key 1$ zaplatime za O(1) operacii (odrezanie, pripojenie do zoznamu koretiov,

oznafenie otca); 1$ mu ulozime na tdet (kedZe je to novy koreni) a 2$ ulozime na Glet otcovi
ak mal otec predtym vSetkych synov, teraz m4 usetrené 2$ a vsetko je v poriadku



ak uz mu 1 syn chybal, mé nasetrené 2§ + teraz prisli dalsie 2% — spolu 4% — z nich 1$ zaplatime
za O(1) operécii, 18 bude mat na éte ako novy koreii a 2$ posle svojmu otcovi — atd, cela
kaskada urezavania oznacenych vrcholov sa zaplati z uSetrenych penazi

ostéva dokézat, ze pri takomto urezavani bude mat vrchol s rankom k exponencidlne vela
vrcholov v zévislosti od &

lema: nech vrchol x mé synov yi, ..., ym, ktorych sme oznacili v poradi, ako sa prilinkovali ku
x; potom rank(y;) > i — 2
dokaz: v Case, ked sme pripajali y; pod = mal = aspoii i — 1 deti (a to yi,...,y;—1; moZno mal

aj dalsie, ktoré sa medzi¢asom usekli); my ale spadjame iba stromy s rovnakym rankom, tzn. y;
malo vtedy > ¢ — 1 deti a odvtedy max. 1 zmizlo

nech F), je najmensia moZnd velkost stromu s rankom n; Fy = 1, F; = 2 a podla lemy
F, =2+ ", F;_5; rieSenim tejto rekurencie st (trochu posunuté) Fibonacciho ¢sla a preto
F, =0©(¢"), kde ¢ = 1.618

Tihhdy,

Hladanie najlacnejsSej kostry

o Kruskalov algoritmus — O(mlogn) (kvoli triedeniu)

e Jarnikov-Primov algoritmus — O(n?), resp. O(m + nlogn) s Fibonacciho haldou

e otvoreny problém: existuje O(m) algoritmus?

— je zndmy randomizovany O(m) algoritmus

— je znamy deterministicky O(ma(n)) algoritmus

— je znamy optiméalny algoritmus, ale nevie sa jeho zlozitost

e ukdzeme si rieSenie v O(mlog* n)

e bottleneck pri Jarnikovom algoritme s Fibonacciho haldou je velkost haldy: ak do haldy nasi-
kame Q(n) prvkov, vyber minima bude trvat O(logn) a toto sa nedd velmi zlepsit

myslienka: budeme maft haldu s maximalnou velkostou k; za¢neme vykonéavat Jarnikov algorit-
mus a budovat kostru z jedného vrcholu; akondhle sa ndm halda preplni, zastavime a za¢neme
budovat kostru z iného vrcholu (s prazdnou haldou)

e takto pokracujeme, az kym nie je kazdy vrchol v nejakom strome; ¢as: O(m + nlogk)

e nisledne prejdeme cely graf a kazdy strom (¢ast kostry) skontrahujeme do jedného vrcholu; ak
medzi stromami vedie viacero hrén, nechdme len ti najlacnejsiu (¢as: O(m))
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narasti viac, takze v nasledujtcej faze bude menej vrcholov a celkovo budeme mat menej faz
e vhodna volba je k = 22"/ pretoze vtedy je nlogk = O(m)

e na konci fazy ma kazdy strom 7" aspon k hran zac¢inajucich v T'; kazda hrana mé 2 konce, preto

v nasledujtcej faze bude m’ > k - n’/2, preto k/ = 22m'/n" > gk

.
o teda ko = 22M/" = Q(1), ky > 250, ky > 22" kg > 2% ° . atd.
e celkovo teda bude < log* n faz a celkovy ¢as je O(mlog™ n)



